
Alameda 3363 
 

Estación Central-Santiago 

Tel. +56 2 7180765 

www.usach.cl 

 
 
Universidad de Santiago de Chile 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Departamento de Economía 

 
 
 
 
 
 
 

Documentos Docentes 
 
 
 
 
 
 
Introducción a los Métodos de Experimentación 
Computacional: Simulación y Calibración 
 
 

 
 

 Autor: Christian J. Medina  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

DD 1995 - Nº 01 



1. INTRODUCCION.

Este artículo tiene por objeto familiarizar al lector con algunos de los métodos de

calibración y simulación que son utilizados actualmente en el campo del estudio de los

modelos macroeconómicos. El propósito fundamental es capacitar al lector para que este

realize por sí mismo las calibraciones y simulaciones presentadas, de manera de entregar

una base sólida para que este sea capaz de aplicar la metodología a problemas de interés

particularpara el investigador.

Se asume que el lector posee algún grado de conocimiento en programación, ya sea

en C, C++, FOR1RAN, GAUSS, MATLAB, MAPLE, MATIIEMATICA, u otro lenguaje

afinoAdemás se requiere que el lector esté familiarizado con métodos de programación

dinámica al nivel de Sargent (1987), Hansen y Sargent (1993), o Stokey.'y Lucas con

Prescott (1989).

El articulo está organizado en tres secciones. En la primera sección se presenta el

modelo básico ("the benchmark economy") y la solución de esta economía desde el punto

de vista del planificador social benevolente. Se introducen conceptos como "Ecuación de

Bellman"y "PolicyFunction",ambos aplicados al modelo bajo análisis. La segunda sección

introduce el dinero á la Cash-in-Advance,con lo cual el problema del consumidor estaría

incorporando una distorción en sus parámetros decisionales. Finalmente, se discuten dos

métodos de calibración y simulación, ambos de fácil y rápida implementación en un

computador. El primero corresponde al método de equilibrios recursivos presentado en



Kydland (1989), Kydland y Prescott (1982), McGrattan (1990), McGrattan (1994), y

Johnson (1994), mientras el segundo corresponde al método desarrollado por Den Haan y

Marcet (1990) Y(1994), YMarcet (1991). Un volumen especial sobre diversos métodos

numéricosde solución de modelos de expectativas racionales no lineales fue editado en el

Journal o[ Business and Eeonomie Statisties a principios de 19901, Y una discusión

econométrica sobre los métodos de simulación y calibración de modelos de equilibrio

general se presentan en Kydland y Prescott (1991) Y(1994).

2. MODELOBASICODECICLOS REALES.

Aquí se presentael modelo básico, el cual consiste en una economía con un agente
.~

racional y representativo,en un mundo sin distorciones, lo cual nos permite la aplicación

del segundo teorema del bienestar directamente en la resolución d~l problema. Así, el

agente(planificadorbenevolente)maximiza:

co I-r

Max E "' pl el

{c.k'} o L.,¡ -1=0 1- í

s.a. el + kl+1 - (1- 8)kl = °lk; (1)

ko dado

lRevisar en especial a Taylor y Uhlig (1990). En este artículo, ellos presentan un modelo
de crecimiento estocástico y la comparación de los distintos métodos numéricos utilizados por
los autores para resolver este mismo problema.



dondeCtdenota consumo, kt+1stock de capital, el cual se deprecia a una tasa 8. El factor de

descuento subjetivo está dado por (3,el cual es positivo y menor a uno. El coeficiente de

aversión relativa al riesgo (CRRA) está dado por t, mientras que la elasticidad empleo-

producto está dada por ex E (0,1). El shock tecnológico sigue un proceso estocástico

autoregresivode primer orden (en logaritmo natural), o un AR(1):

Inel = p Inel -1 + Et (2)

donde EI es una variable aleatoria normalmente distribuída, y serialmente no

correlacionada,con media Oy varianza constante (J'8 2 < 00 .

El problema a resolver por el investigador se resume en las ecuaciones (l) y (2),

teniendo en cuenta el proceso estocástico que sigue el error de la ecuación de p;oyección

dellogaritmo del shock.

Para fines de comparación, resolvamosel problema (l )-(2) del agente considerando

que existe depreciación completa (&=1)y que sus preferencias son logarítmicas (t=l). La

ecuación de Bellman para el agente representativoserá:

v(k,e) = Max {u(c) + PJv(k',e')f(e',e)de'}
e,k'

e+ k' ~ e' ka
(3)

1nn' = n 1nn + F.'



Al incorporar la restricción de fl~jo (restricción presupuestaria) dentro de la

ecuación de Bellman, el problema se reduce a encontrar el stock de capital óptimo que

resuelve(3):

v(k,e) = Max {u( ()' ka - k') + PJv(k',()')f( e' ,e)d e' }
k'

donde los procesospara e y Esiguen siendo los mismos de la ecuación (3).

(4)

Este problema de programacióndinámica se resuelve obteniendo las condicionesde

primer orden (en este caso solo la correspondiente al stock de capital), en conjunto con la

condición de la envolvente (Benveniste y Scheinkman (l979)i. Estas condiciones se

obtienenderivando la ecuación de Bellman (4) con respecto al stock de capital del próximo

períodoy al stock de capital de este período, respectivamente: .~

fJv(k,e) = -u'(c(k',8')) + PJélv~~,e') !(8',8)dO' = Oélk'
(5)

fJv(k,8) = u'(c(k',e'))8' ka
élk

Al solucionar este problema por el método de la conjetura3 se requiere de una ecuación

representativade la ecuacióh funcional ("funcional equation") o función de valor ("value

function") (4). La conjetura será v(k,e) = Vo+ VIIn k + v21ne, con lo cual al reemplazaren

la ecuación funcional, y derivar las condiciones de primer orden y la condición de la

2Parauna revisión profunda del tipo de problemas de programación dinámica, revisar
Altug y Labadie (1994), Hansen y Sargent (1993), Sargent (1987), y especialmente Stokey y
Lucas (1989).

3RevisarSargent (1987).



envolvente, se obtienen los valores para los parárnetros de la ecuación de conjetura

Vo, VI' V2' La solución para el stock de capital y para el nivel de consumo (las funcionesde

política o "policy functions" como se conocen en el lenguaje cotidiano de economistas)

estarán dadas por:

CI = (l-aPW k aI I

k
l 1 = apO k a+ t I

Sin embargo, el modelo de crecimiento estocástico propuesto por Taylor y Uhlig

(1990) no tiene una solución analítica para el caso en que la función de preferencia no es

logarítmicay cuando la depreciaciónno es total (Le. T"*1,¿;"*1 ). En este caso, como en la

mayoría de las aplicaciones prácticas, uno debe evaluar numéricamente las funciones
.~

[c(k,B),k'(k,B)]. Dos métodos de solución serán presentados en la sección 4, el método

Linear-Quadratic,y el método de Expectativas Parametrizadas.

3. MODEWS CON DINERO.

En esta sección se presenta un modelo simple de Cash-in-advance (ClA), similar en

su estructuraal modelo calibrado y simulado por Cooley y Hansen (1989) para USA. En su

artículo se demuestra que, considerando el método de simulación utilizado, la introducción

del dinero no es capaz de explicar la volatilidad de variables reales como consumo,

inversión y empleo, contribuyendo solo a explicar en parte las volatilidades del nivel de

precIos.



Para comenzar,debido a que no podemos hablar de un equilibrio Pareto Optimo (es

decir, esta economía no puede ser resuelta por un planificador social), presentaremos la

estructura del modelo completo y posterionnente derivaremos el equilibrio competitivo

(CE).

Pensemos una economía monetaria agregada donde existe un agente que deriva sus

"policy function" considerando la evolución de ciertas variables claves. El agregado de la

economía puede ser resumido por una secuencia de dotaciones {y'}:o' y la evolución del

stock de dinero {M,}:o' Para caracterizar las leyes de movimiento diremos que existe un

vector Ztcompuesto de iid variables aleatorias, que resumirá las variables exógenas de la

economía agregada que serán relevantes en la toma de decisiones. Este vector Ztpuede.~

evolucionar según un proceso markoviano con matriz n (problema estado-dependiente

discreto),o con una funciónde transición fez' ,z) donde z EZ (caso contínuo).

Asumiremos además que la dotación al igual que la tasa de crecimiento bruto del

stock de dinero son variables aleatorias, pero representadas por una función fija, i.e.

y, = y(f,), MI+1= g(ZI+I)M,. Las leyes de movimiento para Zt, Y(ZI+I)' y g(Z'+I)' nos

serviránpara caracterizarel comportamientoagregado de la economía.

El modelo considera a una familia compuesta de dos agentes: un comprador y un

oferente de trabajo. El oferente de trabajo (o el individuo encargado de recolectar la

dotación familiar)sale en la mañana y vuelve en la noche con esa dotación, pennitiéndo a la



familia disponer de esos recursos para consumo el día siguiente. El comprador utiliza el

dinero que se almacenó el día anterior (el cual incluye una trasferencia no anticipada) para

ir a adquirirbienes al mercado del producto. Esta familia representativa maximiza el valor

esperado de su flujo de utilidades futuras, descontadas por un factor de desccuento ~, que

está entre Oy 1, Yenfrenta dos restricciones de gasto. La primera es la clásica restricción

presupuestaria intertemporal, mientras que la segunda condición sefiala que el agente

compradorde la familia no puede adquirirbienes si no es con dinero.

Asumiendoque los agentes son atomísticosen el mercado de bienes, el modelo CIA

se puede representar como:

'"

MaxEoLP'U(c, )
'=0 o-"

M'+I = M, + p'y, - p'c,

MI+1 = MI+1 +(g(zl+l)-l)M, (6)

p,c, ~ M,

dondepodemosdefinir:

Mt:stock de dinero de toda la economía,

M: stock de dinero del individuoque desea llevar al próximo período, antes de la

transferencia(exceso de saldos monetarios),

M: cantidad de dinero que el agente desea llevar al próximo período incluída las

transferencias(T=(g-l )M).



Asumiendo que el precio relativo del producto en términos del dinero pueae

representarsecomo una función invariantede las variables de estado (z,M), i.e. Pt=P(Zt,Mt),

y que específicamente se dá homogeneidad de precios con respecto al dinero, i.e. Pt =

P(Zt)Mb podemos hacer una reparametrización del modelo y expresarlo en téminos

relativosal stock de dinero de la economía M. Dividiendo las restricciones presupuestarias

por Mt nos queda:

MI+1 M, ~(z, )y(z,) ~(z, )c,-=-+ -
M, M, M, M,
NI M
~+1 = ~+1 + (g( Z 1+1) - 1), ,

pez, )c, M,-<-
M, - M,

=> ml+1=m, + pez, )y(z,) - pez, )c,

" ml+1 + g(ZI+I)-1
=> ml+l=

g(z'+I)

=> pez, )c, ~ m,

.-,

Con esta reparametrización, la cual nos permite simplificar el modelo sin cambiar

sus implicancias,podemos replantearel problema del agente maximizador (6) como:

00

MaxEo¿P'U(c,)
'=0

s.a.

ml+1 =m, + pez, )y(z,) - pez, )c,

A ml+1 + g(ZI+I)-1
ml+1=

g(zl+\)

(7)

P(z,)c, ~ m,



Así, la ecuación funcional (FE) correspondiente al problema del agente (7), puede

representarse como:

s.a.

v(m,z)= ~~?'{
U(C)+p J v(m',z')f(Z',Z)dZ'

}z'eZ

m'= m+ p(z)y(z)- P(Z)C

A, m'+g(z')-lm=
g(Z')

p(Z)C ~ m

Explícitamente, puedo incorporar la definición de m' en la FE, e incorporar los

multiplicadoresasociadosa las restricciones(A,q»,con lo cual obtenemos la FE final:

{ (
m'+g(Z')-l

) }
v(m,z) = ml!x U(c)+ p J v ,z' fez' ,z)dz'

c,m' z'eZ g(z')

s.a. " (8)

A(m,z): m'= m+ p(z)y(z)- p(z)c

rp(m,z): p(z)c ~ m

Las condiciones de primer orden bienen dadas por las primeras derivadas de la FE

con respecto a consumo, dinero deseado para el próximo período, y los dos multiplicadores.

Las condiciones de equilibrio son:

(i) m =1 :M, = M, :::::>m = 1,Vt

(ii) y, = c(m,,z,) = c(1,z,)
(iii) 1= L(I,z,)

La primera condición garantiza que el individuo mantiene todo el dinero de la economía, es

decir que el promedio per capita de mantención de dinero es igual al promedio mantenido



por los agentes.La segundacondición indica que si el agente mantiene todo el dinerol1ela

economía, entonces sus elecciones son consistentes con la economía en el agregado, con lo

cual se estaría clareando el mercado de bienes. Por último, (iii) representa la condición de

equilibrioen el mercadomonetario, donde la demanda por dinero L(.) es igual a la oferta .

La solución al problema de programación dinámica (8) se puede enterder como

encontrar el punto fijo de la función v =Tv donde Tv representa el lado derecho de la FE.

Para que este problema tenga solución deben darse ciertas condiciones sobre el operador T.

Las condiciones de suficiencia y el teorema de existencia de un único punto fijo son

planteadaspor Blackwell (1965). Este autor identifica como dos las condiciones suficientes

para que se de que el operador T sea un "contraction mapping" con modulo p.. Las

condiciones de suficiencia que garantizan la solución a (8) son, primero, qué~T sea un

operador monótono (u ~ v <=>Tu ~ Tv), y segundo, que se dé la condición de descuento

( r( v + a) ~ Tv + p' a )4. Si T satisface las propiedades de monotonicidad y de descuento,

entoncesT será un operador de contracción, con lo cual, utilizandoel teorema del punto fijo

de Banach5,T tiene un único punto fijo.

4 Donde O< ti <1y "a" esuna constante. Esto se explica en los teoremas 3, 4 Y5 en
Blackwell (1965), páginas 231-232.
5 Revisar Stokey y Lucas (1989) o Heuser (1982) en su capítulo I.



Las condiciones de suficiencia de Blackwell son fáciles de demostrar para nuestro

problema (8), con lo cual podemos proceder a resolver paras las "policy functions,,6.De la

condiciónde descuento, se obtiene:

.
J

1
P =P - f(z',z)dz' < 1

zeZg(z')
(*)

Económicamenteesta condición de descuento está relacionada con el retorno al dinero. El

significadodel término que se compone en la integral es el valor esperado del inversode la

tasa de crecimientomonetario, la cual se aproxima a la tasa de inflación esperada. Si a esto

la multiplicamospor la tasa de descuento subjetiva,que viene a ser la tasa real de interésen

estado estacionario, llegamos finalmente a que la expresión alIado derecho de esta última

ecuación es la tasa de interés nominal. Es decir, la condición de descuento establece que la

tasa de interés nominal debe ser positiva. Si esta condición es violada..,entonces la tasa de

retorno al dinero será mayor a la tasa de preferencia temporal. Si existiese un activo en el

cual se puede invertir que retorne más que la tasa de preferencia, entonces el agente

desearíaacumularcada vez más de ese activo, con lo cual el consumo y la tenecia de saldos

monetarioscomenzaríaa crecer sin límite.

6 Además de estas condiciones básicas, se requiere que la solución al punto fijo de Tv( mI, ::)

sea una función cóncava. Para demostrar su concavidad, se requiere que T mapee de funciones
cóncavas a funciones cóncavas, Le. T: v -+ v , y que T sea un espacio métrico completo. Para
una revisión de estos tópicos, ver Heuser (1982), Y Stokey y Lucas (1989).



Dado que el nivel de precios es una función estacionaria de un vector de estado

exógeno z, esto no sería posible en una economía con soluciones no estacionarias. En este

caso el nivelde preciosquedaría indeterminado.

Luego, considerando (*) y las condiciones de equilibrio (i)-(iii), podemos escribir

las ecuacionesde Euler y la condición de la envolventepara el problema (8):

e: U'( c(1,z)) - pez )(A(1,z) + <p(l,z)) = O

iñ': f3J lÑ(l: z') 1 f(z', z )dZ'-A(1, z) = O
an' g(z' ).zEZ

A: (p( z )y( z) + Iñ- p( z)c - iñ')A = O

<p: (Iñ-p(z)c)<p=o

" lÑ(lñ,z) - 1 (
"

) """" ~ )
m. an - /lo m, z + '1"\m, '"

(9)

Definiendo A(z) == A(I, z), <p(z) == rp(1,z), y reordenando (9), se obtiene:.

U' (y( z )) = [A(z ) + rp(z )]p( z )

pzL lÑ~Z') g¿,)f(z"Z)dZ'= A(Z)

y(z)p(z)51

(9')

Incorporando la condición de la envolvente en la segunda ecuación de Euler en (9') se

obtiene finalmenteun sistema formado por tres ecuacionesy tres incógnitas (p, A, <p):

U' (y( z )) = [A( z ) + <p(z )]p( z )

p J (A(Z')+,<p(z'))f(z',z)dz' = A(Z)
zel g(z )

y(z)p(z) 51

(9" )

Siemprees posibleescribir:



A(Z)+ rp(z) = Max{A(z), A(z) + rp(z)}

pero incorporandoahora la ecuación de Euler para el consumo, se tiene que:

A(Z) + tp(z) = Max
{

A(Z), U'(y(Z))
}pez)

De la restricciónCIA sabemosque:

A(Z)+ tp(z) = Max{A(z),y(z)U'(y(z»} (**)

Ahora, despejando para el nivel de precios pez) de la ecuación de Euler para el

consumo, e incorporando (**), llegamos a la primera ecuación del bloque recursivo. La

ecuación para el nivel de precios será:

pez) = Min
{

U'(Y(Z» 1

}A(z) , y(z)
( lO.a)

.~

Utilizando(**),y restando A a cada lado de la ecuación, obtendremos I~ segunda ecuación

recurslVapara tp:

rp(Z)= Max{O,y(z)U(y(z»- A(z)} (10.b)

Finalmenteobtenemos la ecuación para A , que será una ecuación en diferencia y de

la cual debemos obtener su solución de punto fijo. De la condición de la envolvente y de

(**) se obtiene que:

A(z)=P f Max{A(z'),y(z')U'(y(z'»}~f(z',z)dz'
z'eZ g(z )

(1O.e)



El block de ecuaciones (lO.a) - (lO.c) forman un sistema de tres ecuaciones con tres

incógnitas, el cual se resuelve recursivamente a partir de (1O.c).Una vez determinado el

valor de A( Z) , se obtienen simultáneamente las soluciones para p( z ), rp(z ) .

La ecuación más importante en resolver es la (1O.c). Es posible provar que la

funcióndel lado derechode la ecuación (1O.c)cumple con las condiciones de suficienciade

Blackwell con lo cual podremos encontrar un único punto fijo para A. Utilizando la

condición requerida (*), y asumiendo que T es un espacio métrico completo y cÓncavo.

llegamosa que el valor de equilibriopara A.es7:

2(z) =fJ J ~f(z',z)dz'
zeZ g(z')

Puesto que el multiplicadorde la restricciónde CJAes positivo, se tiene que la condiciÓnes

siempre activa con lo cual el gasto total en bienes será igual a la canti~d de dinero que el

agenteposee. Es así como incorporandoesta solución a la ecuación para el nivel de precios

llegamosa:

pez) = Min

1

y( z ) 1
1 ,~

p J
--- f( "" '7 )(/-.,.' y( z)

zeZg(z') ..,- ..

pero como se debe cumplir la condición de descontabilidad (*), llegamos a que el nivel de

preciosde equilibriofinal es:

7 Utilizando el método de "guess" o el método iterativo partiendo desde A' = O-



1

p(z) =y(z)

Considerando una función de utilidad logarftmica, el valor del multiplicador para la

restricciónpresupuestariaes:

qJ(z)=1- PJ ~ [(z' ,z)dz'
zeZg(z')

la cual es positiva dado que se debe cumplir la condición de descuento de Blackwell f3.< l.

Esto indica que la restricción siempre se cumple con igualdad, i.e. está siempre activa.

Con respecto a la solución para A, que bajo certidumbre sería igual a f3/g,en la

medida que la tasa de crecimiento (esperada) del dinero se aproxime a la tasa de preferencia

temporal cierta ~ (lo cual quiere decir que la cantidad de dinero esperada estaría.'

disminuyendocausando deflación esperada), la tasa de interés nominal de laeconomia se

aproximará a cero. Al darse esta situación, la CIA ya no sería activa y no sabríamos que

ocurriría a esta economía en términos de los valores de equilibrio de las variables.

4. CALmRACIONy SIMULACION.

En esta sección se presentan dos métodos de simulación ampliamente utilizados en

la literatura de simulación y calibración de modelos de ciclos reales. El primero es el

método desarrollado por ;Kydland y Prescott (1982) y McGrattan (1990), el cual se

presentará con la metodología empleada por Hansen y Prescott (1995). El segundo método

discutido es el de parametrización de expectativas elaborado por den Haan y Marcet (1990)



y (1994), Y Marcet (1991). Ambas metodologías son de rápida y fácil implementación,

donde solamente se requieren nociones de algún lenguaje básico de programación como

GAUSS o MATLAB.

4.1. Método Lineal Cuadrático.

Consideremos la siguiente estructura de la economía en ténninos matriciales, en

donde se tiene una función objetivo cuadrática (la cual se linealizará con una expansiónde

Taylor de segundo orden) y un conjunto de restricciones lineales. A modo de notación. z

representael vector de variables de estado exógenas (e.g. shock tecnológico), Erepresentael

vector de variables aleatorias distribuidas iid en el tiempo con expectativa condicional cero

y varianza finita (E[ &]= O,V[&]< <X»),s representa el vector de variables de estado

endógenas (e.g. stock de capital), d es el vector de variables de deciSión (e.g. consumo,

horasde trabajo ofrecida, inversión,etc.), mientras que A, B representan funciones lineales.

Con esta estructura de notación podemos representar el problema de programación

dinámica(DPP) del agente como:

vez, s) = m:x{r(z, s, d) + f3E[v(z', s' )Iz]}

s.a.

z'= A(z)+ &'

s'= B(z,s,d)

(11)

donde r(z,s,d) es la función de retorno (i.e. la función de utilidad a maximizar), y v(z,s)

representa la función de valor óptima del problema. Las ecuaciones que restringen a la



función de valor confonnan las leyes de movimiento para el vector de variables de estado

exógenasy endógenas(z' ,s') del modelo, las cuales se representan por ecuaciones lineales,

Consireremos la aplicación de esta estructura al modelo básico de crecimiento en

una economía sin dinero (sin distorciones) con retornos constantes a la escala y agentes

homogéneos.Aquí el agente representativodebe decidir el nivel de consumo, la cantidad de

horas trabajadas,y el nivel de inversióno stock de capital para el próximo período. El OPP

del agente se representa por:

ea

MaxEoL,ltU(c.,I.),
'=0

P e (0,1)

s.a. ht + l. = 1
. y.=zt.F(kt,h.),
z.+\= A(z.) + &.+\,

Y. = c. + i.
kt+\= (1- 8)k, + i,

F:CRS

&-» iid (O, (1"2< 00)

(12)

,',

El método de solución comienza por eliminar alguna restricción introduciéndola

directamentedentro del DPP. Utilizando la condición de equilibrio de mercado (y=c+i),y la

restricciónde dotación total de horas, podemos reemplazar consumo y trabajo en la función

de retornopor c, = z¡F(kt,h,) - it, Y 1,= 1- h" con lo cual la funciónde retornose

transfonna en r(z,s,d) = r(z,k,(h,i)) = U(zF(k,h)-i,l-h). A su vez, la ley de

movimiento para la variable de estado endógena k es:

s'= B(z,s,d) = B(z,k, h,i) = k' = (1- 8)k + i.



La solución consiste en encontrar una representación explícita para la "policy

function" de la forma dt = d(Zt,st). Paraesto, lo primeroque debemoshaceres obtener

una aproximación cuadrática a la función de retorno r en tomo a la solución de estado

estacionari08.Si denotamos por 17(x) la dimensión de un vector columna, entonces la

solución del estado estacionario z,s,d requerirá de resolver un sistema de

17(z, s, d) equaciones.

Estado Estacionario y AproximaciÓn Cuadrática.

Para resolver el estado estacionario, se resuelve el sistema de ecuaClOnespor

bloque. Partiendo por la ley de movimiento para la variable de estado exógena, se requiere
.~

que el valor de las variables aleatorias se iguale a su valor de expectativa condicional, lo
,.

cual en nuestro caso es que se resuelva el sistema z = A(z) para el punto fijo Z. Una vez

conocido Z, se procedea resolverpara el sistema:

a(z,s,d) a(z,s,d)
(

éB(Z,S,d)

]

-1 éB(z,s,d) --+P . I-p =0ai a; a; ai

s = B(z, s,d)

(13)

donde, dada la estructura del modelo, sabemos la forma explícita de las funciones de

retornor y la función para la ley de movimiento B de la variable de estado endógena k'. De

esta manera llegamosa que el sistema(13) se traduce a:

8 El estado estacionario se denotará por una barra arriba de la variable.



[
U zF - U

] ( )
-1

[
O

] [
O

]e -~c I +/3UcZFk' I(2)-P(1-8) '1 = O

k = (1- 8)k +1

(13')

Una vez resuelto el sistema (13') para el estado estacionario, se procede a tomar la

expansiónde Taylor a la función de retorno r(z,s,d)= r(y) en tomo a y=(z,s,d). La

expansiónde Taylor de segundoorden9será:

- -

[
a-(y)T

]
- 1 - T [tfr(Y)

I ] -

r(y)=r(Y)[bl]+ 4 '(Y-Y)['7(y),q+2'(Y-Y)[\"7(YI)' ~- '(Y--Y)["I"I]
y~y [h'7(y)] ~ ~ ['1(Y)",(YI]

Esta aproximación por expansión nos permite finalmente reescribir el problema de

programacióndinámicaen suforma lineal-cuadratica(L-Q), la cual nos servirá de base para

desarrollarel algoritmode solución para las "policy functions":
.~

v(z,s) = m:x{yTQy+ fJE[v(z' ,s')lz]}
s.a.

z'= A(z) + E'

s'= B(z, s,d)

(14)

donde r(z, s, d)pxl] aprox ~ [y TQy ][Ixl],

Ahora estamos en condiciones de emplear el método de aproximaciones sucesivas,

iterandosobre la funciónde valor, de manera de obtener las funcionesde política.

9 Se toma una expansión de segundo orden de manera de obtener funciones lineales una vez
optimizado el sistema (derivando las ecuaciones de Euler).



lterando la Función de Valor.

Para resolver el DPP por aproximaciones sucesivas de la función de valor,

planteamosel sistema (14) para el caso de certidumbre, pero considerando la diferencia de

la funciónde valor en cada iteración de la secuencia convergente:

vn+I(Z,S) = m~.x{yT Qy + fJvn(z' ,s')}
s.a.

Z'= A(z)

s' = B(z,s, d)

(14')

En la práctica podemos distingir siete etapas en este proceso de iteración, las cuales

iremos presentando paso a paso para el problema específico planteado en (12). Lo único

que nos queda por definir es la ley de movimiento para el shock tecnológico. Con este fin,
.~

asumamos que z sigue el siguiente proceso autoregresivo de primer orden, donde e es un

valorpredefinido:

Z' = Oz + &' (15)

Terminadoel planteamientodel problema, pasamos a la especificación de las etapas. En el

paso 1debemosdefinir una matrizVOpara comenzar la iteración.

Paso 1. Definir VO

r

-l O

vO=I[71(z,:,)]*(-1)=-IJ= 0-1
fi fi ~.l

(paso 1)



Paso 2. Construir la matriz de reducción R['1(x)],predefiniendo a x como un vector

concatenado verticalmente de los vectores (y,z' ,s'). Osea para nuestro problema

xT =[1 z k h il z' k'].

R['1(X)]= R[R] =

: O O O
I

: O O O
I
I O O OI

: O O O
I

: O O O4---------
O O O O O,I
O O O O oip.vn l[]I '1(z.."

O O O O O: '[17(X)]

Q['1(Y)]

(paso 2)

La idea es ir eliminando consecutivamente las variables de control (d) Y las

variables de estado endógenas y exógenas del siguiente periodo, utilizando ya sea las

restriccioneso las condicionesde primer orden, segúncorresponda.

El proceso reductivo consiste en generar una nueva matriz R de orden menor una

vez incluídas las restricciones, de manera de obtener finalmente una matriz R de orden

similara la matrizVOoriginal (~).

Para esto definimos:

R[J-l]== \}Ir R[J]\}I

donde la matriz 'I' está definida por:

'I' ==r IIJ~~
lIIf/ 1 If/ 2 .. .. If/ ;-1 r ,.,,1



De esta manera, para nuestro modelo particular, la primera matriz de reducción R7 seria:

R[ ')(x)-I] = R[7] ==

: VII
I

:Vl2
I
I o.
I
I

/[7J: o.
I
I 00
1
I
I 00
I

:VI7 1[7x8]

:0 O O
I
:0 O O
I
:0 O O
:0 O OI

:0 O O4-------
O O O O 01

I

O O O O O: pvnI
O O O O O:

Q[S]

.[y;,ny..~n~!~L~_~~_y;;1,]

[8x8]

Paso 30 En esta etapa eliminamos s' y z' (i.e. k', 1, z')o Especificando aún más, como la

variable que estamos reduciendo es k', debemos incorporar la ley de movimiento para el

stock de capital para eliminar k', de modo que la matriz q¡ queda:

'l' ==I1(7]

: O
I

: O
I

: (1- J)
: O
I

: 1
I

: O
I

: O [7x8]

o-.

Una manera rápida de definir los parámetrosde la matriz 'l' es utilizando la expresión:

Xm = ¿ 'II(m,i) . xi
i~[ '7(z,s,d)]

(16)

donde m = r¡(Z,s, s) + 1,00,0,r¡(x) o Para el caso de eliminar k', (16) se expande a:



Xm= I, 'I/(m.j)'Xj
j~[ '1(z,s.d)]

Xg= I, 'I/(g,j)'Xj
j~[5]

~ S'==k' = 0.1 + O. z + (1- 8). k + O. h + 1. i + 0.1 + O. Z'= (1- 8)k + i

Ahora procedería eliminar z' utilizando el proceso autoregresivo generador del shock

tecnológico(15).Utilizando (16) se tiene:

:0
I
lOI

:0

R[6] = 11[6] ! O
I

lo
I

: O 1[6x7]

.[R[7JlM] -[0-- r;~~--O--6 1,.61

Eliminar 1 es similar. Sabiendo que X6 =1.1 + O. z + O. k + O. h + O. i + 0.1 + .Q..:;'+0. k' ,

diremosque:

R[5] =11[5]

: 1
I
10I

:01
loI

! OJ[5x6]

[
R[7]

]
.
[
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]. [6x6] 1 O O O O [6x5]

Paso4. En esta etapa procede eliminar r¡(d) == r¡(h,i) variables de control del sistema. Para

este fin ocupamoslas condicionesde primer orden linealizadaspor la siguiente expresión:

m-I

(

R[m]

J

H(m,j)

Xm = - I, R[m] .Xi '
)=1 . '(m,m)

m = r¡(.:;,s) + t,..., r¡(z, s, d)



Así,para d=h,i procedemos a reducir R considerando los factores \Vmde aplicar la expresión

anteriora las variablesde control i,h.Para inversión i se tiene:

4

[

[S]

J [

[s]

J [

R[S]

J [

[S]

J [

[S]

J

R(s,}) R(s,J) "'(S,2) R(S,3) 1~S,4)

Xs = - L R[S] 'Xj =- R[S] 'XI - R[S] 'X2 - R[S] 'X3 - R[S] 'X4
J=I "(S,S) (S,S) . '(S,S) "(S,S) (s,S)

~ i = IfIII . 1+ lfI/2 .Z + lfI /3 .k + lfI 14 .h

con lo cual se tiene que la matrizde reducción será:

I R[S]'
I &Oo(S,I)1-
1 - [s]
: R(s,S)
1 [S]
: R(S,2)

1-[5]
: R(s,S)

R[4] =I 1[4]: R[S]
1 . "(S,3)
:-[5]
1 R(s,S)
: [S]
1 R(S,4)

:-[5]

: R(s,S) 1[4xS]

Para el caso de h se tiene que:

[S]

[

---rsf rsf

..

!!'L-rsr r,r

]

. R [SxS]' R(S,I) R(S.2) R(so3) R(S,4)
-[5] -[5] -[5] - R[S]

R(s,S) R(s.S) R(s,S) "'(S,S) [Sx4]
.'

3

[

[4]

J [

[4]

J [

[4]

J [

[4]

J

R(4,}) R(4,1) R(4,2) R(4,3)

X4=-L R[4] 'X}=- R[4] 'X\- R[4] 'X2- R[4] 'X3
J=I "'(4,4) "(4,4) "(4,4) (4,4)

~ h = lfI h\ . 1+ lfIh2 .Z + lfI h3 .k

con lo cual se tiene que la matrizde reducción respectivaestará dada por:



: [4]'
I R(4.1)

!-R[:I;

[

1

]

I d~ M
[3] : ~'(4.2) 4 ---r;tr [4T ;r4J-

R =11[3] :- ~ o R[ ][4X4]o - R(4.1) - R(4.2) - R(4.3)
: R(4.4) n[4] nf4] nf4]
: n¡4] "'(4.4) "'(4.4) "'(4.4) [4x3]
I " '(4.3)
1- n¡4]
~ "'(4.4) J[3x4]

Paso 5. VerificarConvergencia.En esta etapa se chequea si la matriz reducida convergeen

norma en el tiempo bajo algún criterio de tolerancia. Para esto se define

yn+1 == R["(:.$)]= R[3]. Chequeamossi Ilyn+1 - yn 11 S 11,donde 11es la tolerancia 10exigida en

la convergencia.Si se cumple que la diferenciaes menor que la toleranciaentonces

pasamos al paso 6, y en caso contrario nos vamos al paso 2 definiendo ahora
o.

yn ~REEMPJ..4.ZA yn+1 == R[,,(:,$)]= R[3].

Paso6.Obtenemos las funciones de polftica.Una vez satisfecho el criterio de convergencia

de la matriz de valor, definimos la siguiente expresión como función resultado de polftica

para el agenterepresentativo:

R(;)

dj =L - f;) o X,,
1<; RH

j = 1,...q(d) ,; = q(z,s) + j

En nuestro caso particular, ; =5 Yj=I,2, con lo cual las funciones de decisión dJ=h, y d2=i,

se obtendrán de las condiciones de primer orden utilizadas en el paso 4 considerando el

valor de la matriz R de la última iteración.

10 Generalmente este valor es lo sufici.entementepequefto como 1,Oeos,



La ecuación para la variable empleo d¡=h viene expresada en términos de las

variables de estado z,k, sin embargo la ecuación para d2=i tine como argwnento a h. Para

expresar inversióncomo función de las mismas variables de estado. Una vez ejecutado el

paso 7, estas ecuaciones (dos en nuestro caso) nos servirán para simular el modelo y

determinar si este es validado al contrastar sus implicancias estadísticas con los datos

actualesde la economía.

Paso 7. Comparación de steady-states. La última etapa consiste en determinar si el

algoritmo está bien escrito en su parte determinística. Utilizando las funciones de política

obtenidasen el paso 6, reemplazamosen los valores de las variables de estado exógenassus

respectivos valores estacionarios y comparamos este resultado con los calculados en la

construcciónde la matriz de aproximaciónQ. Si existen diferencias (usualmente"alquintoo

sexto decimal) entonces debemos incrementar nuestro nivel de tolerancia y/o revisar el

código,pues e~toes un indicadorde que algo anda mal.

Simulación de las Series.

Esta es la etapa final del método de aproximación lineal cuadrático, y consiste en la

generación de las variables de estado endógenas y de control del modelo. Utilizando las

leyes de movimineto de las variables de estado exógenas (z), y un nivel inicial para las

variablesde estadoendógenas,procedemos a simular las series requeridas.



En nuestro modelo simple partimos con un nivel de stock de capital igual a su valor

de estado estacionario, lo cual junto al shock tecnológico nos ayudará a determinar el nivel

de inversióny de horas ofrecidas de trabajo. De aquí obtenemos consumo, producto, y el

nuevo stock de capital, el cual a su vez, por medio de las funciones de política, nos servirá

para determinar nuevamente los niveles de inversión y horas de trabajo. Este proceso

termina dependiendo del número de simulaciones que se hayan determinado hacer.

Finalmente tendremos secuencias para todas las variables de nuestro interés dentro del

modelo, i.e. {k, f=o' {i, f=o' {h,f=o' {c, f=o' {y, f=o'

4.2. Método de Parametrización de EX12.ectativasde Marcet.
.',

Este método consistebasicamente en la aproximación de la expectativa condicional

de la ecuación de Euler utilizando un polinomio de orden finito pi~) para el vector x.

Reescribamos.el modelo (1) incorporando ahora la ley de movimiento para el progreso

técnológico:

~ l-r

Max E " p,5-
{c,k'} o L.J 1,=0 - r

s.a. c, + k'+l- (1- 8)k, = B,k; (6)



La condición de primer orden para el stock de capital determinará la ecuación de

Euler que el método de parametrización de expectativas debe ajustar. La condición de

primer orden para el stock de capital es:

c;' = PE[c;+~(akt:~101+1+ (1- 8)) lIt]

Dado que la expectativa condicional de la ecuación de Euler es una función de las

variables de estado (k" O,), este método sustituirá la expectativa condicional por un

polinomiode orden finito (usualmentede orden dos o tres) con lo cual la expresión de Euler

se transformaríaa:

c;' = fJJ!(k" O,;({Jf )

donde la forma funcional del polinomio q¡ y el vector de parámetros del polinomio ({Jf ' se

escogeránde manera de minimizar el error de predicción correspondient~,el cual está dado

por:

;, = p.c;+~(ak,:~101+\ + (1- 8)) - c,-'

El procedimiento deja claro que la clave está en definir apropiadamente la fonna

funcional y el vector de parámetros que determinan el orden de esta forma funcional

polinómica.

Determinación de la Forma Funcional y del Vector de Parámetros.



Aquí se aproxima la función 'P por un polinomio11 al cual se puede ir

incrementandoel orden de manera de ajustarse mejor a la expectativa condicional a la cual

trata de asemejarse12.Un polinomio candidato es el polinomio a la potencia, el cual cumple

con el requisito de que mapea a los argumentos de 91~~ 91+. Para el caso de polinomios

de primer, segundo y tercer orden, esta forma funcional puede representarse en forma

matricial por:

[

exp(p,(x»)

]

exp(P2(X)) =

exp(P3(X»)

(P, (Iogk,.loge, J)
exp

(P2(logk,.loge,.logk,2 .Iogo; ,IO8k,e,))
exp

(~ (Iogk, .Iog e, ,Iogk: ,108 O; ,Iogk,e, ,Iogki ,Iog e; ,108 k: e, ,Iogk,e;))
exp .

Esto indica que para aproximar la función 'P por un polinomio de orden 1, entonces
.~

requerimos de la estimación de tres parámetros 'P~)= ['P, 'P2 'P3]'. El primer parámetro

es la constante, mientras los dos parámetros adicionales surgen de los factores que

acompai'íanal stock de capital y al shock tecnológico. Para el caso de un polinomio de

orden dos, debemosadicionalmente estimar los parámetros que acompañan al cuadradodel

stock de capital, al cuadrado del shock tecnológico, y a la multiplicación del stock de

capital con el shock tecnológico, 1.e. un total de seIs parámetros

11 Para un tratamiento básico de interpolación polinómica ver Atkinson (1993) ó (1989).
12 Den Haan y Marcet (1994) plantean un procedimiento para determinar el orden correcto del
polinomio y además presentan un test para determinar el performance de la solución numérica
utilizada.



(2) [CfJf = CfJ¡ CfJ2 CfJ3 CfJ4 CfJs CfJ6]' . Para el polinomio de tercer orden, debemos estimar

un total de diez parámetros.

El método consiste en cuatro etapas iterativas de fácil implementación

computacionalpara un modelo pequeño como el descrito.

Paso 1. Generar el shock. Generar una serie larga de progreso tecnológico a partir de su ley

de movimiento, y considerando errores iid de una normal con media cero y varianza

constantey finita.

Paso 2. Generar las series. Escoger el orden del polinomio n (e.g. dos) y definir los

parametros iniciales del proceso iterativo rp~2)= [rp\O) rp~O) rp~O) rp~O) rp~O)
(O)]

'

CfJ6 .

Con este vector de parámetroscalculamos {CI(rp~)), kl (rp~))f=¡ .
o-,

Paso3. Estimar por NLLSel vector de parámetros.Aquí estimamos el vector de parámetros

CfJ~2)utilizandominimos cuadradosno lineales,regresionandola siguiente ecuación:

c;+;(B'+lak;:;1+ (1- 8)) = 'P~2) =exp«I'\ + <1'2logk, + <1']10gB, + <l'4(logk, )(log O,) + <l'slogk; + (fJ610gB;)

Paso 4. Convergencia.Los parámetros estimados definen una función S(rpo) la cual nos

permite hacer un update de nuestros parámetros siguientespor medio del siguiente método

iterativo J3:

13 Este mecanismo de actualización de los parámetros tiene ventajas en lo que respecta a su
implemantación computacional, sin embargo no garantiza una convergencia uniforme (de echo
es del tipo zig-zag) hacia el vector de parámetros óptimos. Otro tipo de algorítmos no lineales
robustos como el de redes neuronales y el de algorítmos genéticos están siendo estudiados para
este tipo de modelos en Johnson (1995).



rp} = (1- A) . rp}-I + A . S( rpj-I)

para j=I,2,3,..., Yconsiderando un parámetro de velocidad de convergencia Aentre cero y

00014,

El criterio de convergencia consiste en comparar los vectores rp} y S(rp}) por medio de

alguna norma. Específicamente se puede utilizar d( rp},S( rp})) == (L:=llrp lj - S( rpljr} P , o

también d(rp},S(rpJ)) == ~;x IrpiJ- S(rplj)1. Si el criterio de convergencia es satisfecho

entonces se para, en caso contrario volvemos al paso 2, reemplazando el antiguo vector de

parámetrospor el nuevovector de parámetrosestimado por NLLS.

"

5. CONCLUSIONES.

El presente artículo tiene por objeto presentar dos de las técnicas fundamentales

utilizadas por algunos investigadores en la simulación de modelos de expectativas

racionales:el método de aproximación lineal cuadrática y el método de parametrizaciónde

expectativas. Para cada método se presenta el algoritmo completo de solución,

perimitiéndoleal lectoruna fácil y rápida implementaciónen el computador.
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