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1. INTRODUCCION.

Este articulo tiene por objeto familiarizar al lector con algunos de los métodos de
calibracién y simulacion que son utilizados actualmente en el campo del estudio de los
modelos macroeconomicos. El propdsito fundamental es capacitar al lector para que este
realize por si mismo las calibraciones y simulaciones presentadas, de manera de entregar
una base sélida para que este sea capaz de aplicar la metodologia a problemas de interés
particular para el investigador.

Se asume que el lector posee algun grado de conocimiento en programacion, ya sea
en C, C++, FORTRAN, GAUSS, MATLAB, MAPLE, MATHEMATICA, u otro lenguaje
afin. Ademas se requiere que el lector esté familiarizado con métodos de programacion
dindmica al nivel de Sargent (1987), Hansen y Sargent (1993), o Stokey y Lucas con
~ Prescott (1989).

El articulo est4 organizado en tres secciones. En la primera seccion se presenta el
modelo basico ("the benchmark economy") y la solucion de esta economia desde el punto
de vista del planificador social benevolente. Se introducen conceptos como "Ecuacion de
Bellman" y "Policy Function", ambos aplicados al modelo bajo analisis. La segunda seccion
introduce el dinero 4 la Cash-in-Advance, con lo cual el problema del consumidor estaria
incorporando una distorcion en sus parametros decisionales. Finalmente, se discuten dos
métodos de calibracion y simulacién, ambos de facil y rapida implementacion en un

computador. El primero corresponde al método de equilibrios recursivos presentado en



Kydland (1989), Kydland y Prescott (1982), McGrattan (1990), McGrattan (1994), y
Johnson (1994), mientras el segundo corresponde al método desarrollado por Den Haan y
Marcet (1990) y (1994), y Marcet (1991). Un volumen especial sobre diversos métodos
numéricos de solucion de modelos de expectativas racionales no lineales fue editado en el
Journal of Business and Economic Statisrics.a principios de 1990', y una discusion
econométrica sobre los métodos de simulacion y calibracion de modelos de equilibrio

general se presentan en Kydland y Prescott (1991) y (1994).

2. MODELO BASICO DE CICLOS REALES.

Aqui se presenta el modelo basico, el cual consiste en una economia con un agente
racional y representativo, en un mundo sin distorciones, lo cual nos permite lé.ap]icaciém
del segundo teorema del bienestar directamente en la resolucion del problema. Asi, el

agente (planificador benevolente) maximiza:
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'Revisar en especial a Taylor y Uhlig (1990). En este articulo, ellos presentan un modelo
de crecimiento estocastico y la comparacion de los distintos métodos numéricos utilizados por
los autores para resolver este mismo problema.



donde c, denota consumo, ki stock de capital, el cual se deprecia a una tasa 8. El factor de
descuento subjetivo estd dado por B, el cual es positivo y menor a uno. El coeficiente de
aversion relativa al riesgo (CRRA) esta dado por t, mientras que la elasticidad empleo-
producto esta dada por o € (0,1). El shock tecnolégico sigue un proceso estocastico

autoregresivo de primer orden (en logaritmo natural), o un AR(1):

In 9‘ = pln 9{ A o+ Ef (2)
donde &,es una variable aleatoria normalmente distribuida, y serialmente no
correlacionada, con media 0 y varianza constante ,” <o .

El problema a resolver por el investigador se resume en las ecuaciones (1) y (2),
teniendo en cuenta el proceso estocastico que sigue el error de la ecuacion de p.royeccic’)n
del logaritmo del shock.

Para fines de comparacion, resolvamos el problema (1)-(2) del agente considerando
que existe depreciacion completa (5=1) y que sus preferencias son logaritmicas (t=1). La
ecuacion de Bellman para el agente representativo sera:

v(k6) = Max {u(c) + Blv(k'.6')f(¢, 6)do")
c. K
c+k' < 02

3)

nA = plnf +



Al incorporar la restriccién de flujo (restriccion presupuestaria) dentro de la
ecuacion de Bellman, el problema se reduce a encontrar el stock de capital 6ptimo que

resuelve (3):

v(k,6) = ﬂfic}x {u(@k*-k) + BIv(k'.6)f(6',0)d0 | @
donde los procesos para 0 y € siguen siendo los mismos de la ecuacion (3).

Este problema de programacion dinamica se resuelve obteniendo las condiciones de
primer orden (en este caso solo la correspondiente al stock de capital), en conjunto con la
condicion de la envolvente (Benveniste y Scheinkman (1979))’. Estas condiciones se
obtienen derivando la ecuacion de Bellman (4) con respecto al stock de capital del proximo

periodo y al stock de capital de este periodo, respectivamente:

28— w0 + AREE fro.6)a6 -
®)
—3";’;9) - w(c(k', 0 )0 kT

Al solucionar este problema por el método de la conjetura’ se requiere de una ecuacion
representativa de la ecuacién funcional (“funcional equation”) o funcioén de valor (“value

function”) (4). La conjetura serd v(k,0)= v, +v,Ink +v,In @, con lo cual al reemplazar en

la ecuacion funcional, y derivar las condiciones de primer orden y la condicion de la

’Para una revision profunda del tipo de problemas de programacion dindmica, revisar
Altug y Labadie (1994), Hansen y Sargent (1993), Sargent (1987), y especialmente Stokey y
Lucas (1989).

Revisar Sargent (1987).



envolvente, se obtienen los valores para los parametros de la ecuacién de conjetura

Vo, V;, v, . La solucion para el stock de capital y para el nivel de consumo (las funciones de

politica o “policy functions” como se conocen en el lenguaje cotidiano de economistas)
estaran dadas por:
¢, =(I—aﬁ)91kta
ko1 =aBO kS

Sin embargo, el modelo de crecimiento estocastico propuesto por Taylor y Uhlig
(1990) no tiene una solucion analitica para el caso en que la funcion de preferencia no es
logaritmica y cuando la depreciacion no es total (i.e. 7 # 1,8 # 1 ). En este caso, como en la
mayoria de las aplicaciones practicas, uno debe evaluar numéricamente las funciones
[c(k,0), k' (k,0)]. Dos métodos de solucion seran presentados en la seccion 4-,. el método

Linear-Quadratic, y el método de Expectativas Parametrizadas.

3. MODELOS CON DINERO.

En esta seccion se presenta un modelo simple de Cash-in-advance (CIA), similar en
su estructura al modelo calibrado y simulado por Cooley y Hansen (1989) para USA. En su
articulo se demuestra que, considerando el método de simulacion utilizado, la introduccion
del dinero no es capaz de explicar ia volatilidad de variables reales como consumo,
inversion y empleo, contribuyendo solo a explicar en parte las volatilidades del nivel de

precios.



Para comenzar, debido a que no podemos hablar de un equilibrio Pareto Optimo (es
decir, esta economia no puede ser resuelta por un planificador social), presentaremos la
estructura del modelo completo y posteriormente derivaremos el equilibrio competitivo
(CE).

Pensemos una economia monetaria agregada donde existe un agente que deriva sus

“policy function” considerando la evolucion de ciertas variables claves. El agregado de la

economia puede ser resumido por una secuencia de dotaciones {y, }ZO , ¥y la evolucion del

stock de dinero {M,}" . Para caracterizar las leyes de movimiento diremos que existe un

vector z, compuesto de iid variables aleatorias, que resumira las variables exégenas de la
economia agregada que serdn relevantes en la toma de decisiones. Este vector z puede
evolucionar segin un proceso markoviano con matriz IT (problema estado-dependiente
discreto), 0 con una funcion de transicion f(z',z) donde z € Z (caso continuo).

Asumiremos ademas que la dotacion al igual que la tasa de crecimiento bruto del
stock de dinero son variables aleatorias, pero representadas por una funcion fija, ie.
y, = y(i), M,,, = g(z,,,)M, . Las leyes de movimiento para z, y(z,,).y g(z,,), nos
serviran para caracterizar el comportamiento agregado de la economia.

El modelo considera a una familia compuesta de dos agentes: un comprador y un
oferente de trabajo. El oferente de trabajo (o el individuo encargado de recolectar la

dotacion familiar) sale en la mafiana y vuelve en la noche con esa dotacion, permitiéndo a la



familia disponer de esos recursos para consumo el dia siguiente. El comprador utiliza el
dinero que se almaceno el dia anterior (el cual incluye una trasferencia no anticipada) para
ir a adquirir bienes al mercado del producto. Esta familia representativa maximiza el valor
esperado de su flujo de utilidades futuras, descontadas por un factor de desccuento B, que
estd entre 0 y 1, y enfrenta dos restricciones de gasto. La primera es la clésica restriccion
presupuestaria intertemporal, mientras que la segunda condicion sefiala que el agente
comprador de la familia no puede adquirir bienes si no es con dinero.

Asumiendo que los agentes son atomisticos en el mercado de bienes, el modelo CIA

se puede representar como:

MaxEoiﬂ'U(c, )

t=0

Aﬂ/}n] = Mt +Pfyr g PJC: .
MHI = I{ZJH +(g(zr+i)-— I)Mf (6)
Pc, < M,

donde podemos definir:

M:;: stock de dinero de toda la economia,

M : stock de dinero del individuo que desea llevar al proximo periodo, antes de la
transferencia (exceso de saldos monetarios),

M : cantidad de dinero que el agente desea llevar al proximo periodo incluida las

transferencias (T=(g-1)M).



Asumiendo que el precio relativo del producto en términos del dinero puede
representarse como una funcién invariante de las variables de estado (zM), i.e. P=P(z,M,),
y que especificamente se da homogeneidad de precios con respecto al dinero, ie. P, =
p(z)M, podemos hacer una reparametrizacion del modelo y expresarlo en téminos

relativos al stock de dinero de la economia M. Dividiendo las restricciones presupuestarias

por M, nos queda:
M., _ M,  PINz)_ P
M, M, M, M,
y M
o T £ |
Mr Mf (g(ZHI) )
P(z)e, . M,
M, M

f

-

—

= i, = 1, + pz,)0z,) - Pz,)C,

— mn-l +g(zf+l)_1
4+ T
g(zl'-l-])

= p(z)c, £,

Con esta reparametrizacion, la cual nos permite simplificar el modelo sin cambiar

sus implicancias, podemos replantear el problema del agente maximizador (6) como:

MaxEﬂiﬂ’U(c,)

=0

s.4a.
'Aﬁm =ﬁlt +p(z,)y(z,)—p(z,)c, (7)
- - ’T’m + g(Z,+;)"‘1

f+1

g(zf+] )
p(z!' )Cf g ’;il'



Asi, la ecuacion funcional (FE) correspondiente al problema del agente (7), puede

representarse como:

v(m,z) = ma_.;c{U(c) +B [t 2) f(z',z)dz'}

s.a. m'=m+ p(z)¥(z)- p(z)c
m+g(z')-1

g(z")
p(z)c<m

S
I

Explicitamente, puedo incorporar la definicion de 7' en la FE, e incorporar los
multiplicadores asociados a las restricciones (A,@), con lo cual obtenemos la FE final:

W, z) = T%X{U(c)+ B j' v[ﬁgg(ﬂg)lil, z') f(z',z)dz'}
g z'eZ

s.a. - 3
A(m,z). m'=m+ p(z)y(z)- p(z)c
p(m,z). p(z)c<m

Las condiciones de primer orden bienen dadas por las primeras derivadas de la FE
con respecto a consumo, dinero deseado para el préximo perfodo, y los dos multiplicadores.
Las condiciones de equilibrio son:

() m=1 M, =M =>m=1Vt

(i) y,=c(ﬁt,,z,)=c(l,z,)
(i) 1=L(,z)

La primera condicion garantiza que el individuo mantiene todo el dinero de la economia, es

decir que el promedio per capita de mantencion de dinero es igual al promedio mantenido



por los agentes. La segunda condicion indica que si el agente mantiene todo el dinero de la
economia, entonces sus elecciones son consistentes con la economia en el agregado, con lo
cual se estaria clareando el mercado de bienes. Por ultimo, (iii) representa la condicion de
equilibrio en el mercado monetario, donde la demanda por dinero L(.) es igual a la oferta .
La soluciéﬁ al problema de programacion dinamica (8) se puede enterder como
encontrar el punto fijo de la funcion v = Tvdonde 7v representa el lado derecho de la FE.
Para que este problema tenga solucién deben darse ciertas condiciones sobre el operador T.
Las condiciones de suficiencia y el teorema de existencia de un unico punto fijo son
planteadas por Blackwell (1965). Este autor identifica como dos las condiciones suficientes
para que se de que el operador T sea un “contraction mapping” con modulo B’. Las
condiciones de suficiencia que garantizan la solucion a (8) son, primero, que T sea un
operador mondtono (u<v <> Tu<Tv), y segundo, que se dé la condicion de descuento
(T(v+a)<Tv+fa)'. SiT satisface las propiedades de monotonicidad y de descuento,
entonces T sera un operador de contraccion, con lo cual, utilizando el teorema del punto fijo

de Banach’, T tiene un tmico punto fijo.

* Donde 0 < f <1y “a” es una constante. Esto se explica en los teoremas 3, 4y 5 en
Blackwell (1965), paginas 231-232.
® Revisar Stokey y Lucas (1989) o Heuser (1982) en su capitulo I.



Las condiciones de suficiencia de Blackwell son faciles de demostrar para nuestro
problema (8), con lo cual podemos proceder a resolver paras las “policy functions™. De la

condicidn de descuento, se obtiene:

A 1 , , %
B =ﬂ;£Z iy [ < *)

Econémicamente esta condicion de descuento esta relacionada con el retorno al dinero. El
significado del término que se compone en la integral es el valor esperado del inverso de la
tasa de crecimiento monetario, la cual se aproxima a la tasa de inflacion esperada. Si a esto
la multiplicamos por la tasa de descuento subjetiva, que viene a ser la tasa real de interés en
estado estacionario, llegamos finalmente a que la expresion al lado derecho de esta Gltima
ecuacion es la tasa de interés nominal. Es decir, la condicion de descuento establece que la
tasa de interés nominal debe ser positiva. Si esta condicion es violada , entonces la tasa de
fetomo al dinero sera mayor a la tasa de preferencia temporal. Si existiese un activo en el
cual se puede invertir que retorne mas que la tasa de preferencia, entonces el agente
desearia acumular cada vez mas de ese activo, con lo cual el consumo y la tenecia de saldos

monetarios comenzaria a crecer sin limite.

6 5 L i ; iy § a ;
Ademas de estas condiciones basicas, se requiere que la solucién al punto fijo de 7v(m’ )
sea una funcion concava. Para demostrar su concavidad, se requiere que T mapee de funciones

concavas a funciones concavas, i.e. 7:v — v,y que T sea un espacio métrico completo. Para
una revision de estos topicos, ver Heuser (1982), y Stokey y Lucas (1989).



Dado que el nivel de precios es una funcién estacionaria de un vector de estado

exogeno z, esto no seria posible en una economia con soluciones no estacionarias. En este

caso el nivel de precios quedaria indeterminado.

Luego, considerando (*) y las condiciones de equilibrio (i)-(iii), podemos escribir

las ecuaciones de Euler y la condicion de la envolvente para el problema (8):

U'(c(1,2)) - p(z)(AL,2) + 9(1,2)) = 0

Vos
- a(,z') 1 L B -
i ﬂj;—% ——(:')f(g . 2)dz-A(1,2)=0
A (p(2)y(z)+ = p(z)c-m)A =0 )
¢. (m-p(z))p=0
e a;(;;z) = A, 2) + @(, 2)
Definiendo A(z)= A(1,z), @(z)= ¢(1,z), y reordenando (9), se obtiene:
U (M(z))=[Az)+ e2)]p(z)
9"

HOET ) il
ﬁzLTﬁ — /@' = A2)
y(z)p(z) <1

Incorporando la condicién de la envolvente en la segunda ecuacion de Euler en (97) se
obtiene finalmente un sistema formado por tres ecuaciones y tres incognitas ( p, A, ¢ ):

U(9(2) = (M) + ()p(2)
p| HLID 12 1y - a0
HP() <]

{(2)

Siempre es posible escribir:



Az)+ o(z) = Max{A(z),A(z) + ¢(2)}

pero incorporando ahora la ecuacion de Euler para el consumo, se tiene que:

U'(¥(2))
A(z)+ = Max{ A(z),————
(2)+o(z) HX{ (2) A2) }
De la restriccion CIA sabemos que:
A=)+ p(z) = Max{A(z), (2)U'(3(2))} %)

Ahora, despejando para el nivel de precios p(z) de la ecuacion de Euler para el
consumo, e incorporando (**), llegamos a la primera ecuacion del bloque recursivo. La

ecuacion para el nivel de precios sera:

mMZ)= IO.

Utilizando (**), y restando A a cada lado de la ecuacion, obtendremos la segunda ecuacion
re;:ursiva para @:

@(z) = Max{0, y(2)U' (1(2)) — A2)} (10.b)

Finalmente obtenemos la ecuacion para A , que sera una ecuacion en diferencia y de

la cual debemos obtener su solucion de punto fijo. De la condicion de la envolvente y de

(**) se obtiene que:

Az)= ﬂ]Max{»‘L( WAz ))}—(m;/( 2y (10.¢)



El block de ecuaciones (10.a) - (10.c) forman un sistema de tres ecuaciones con tres
incognitas, el cual se resuelve recursivamente a partir de (10.c). Una vez determinado el

valor de A(z), se obtienen simultaneamente las soluciones para p(z),o(z).

La ecuacion mas importante en resolver es la (10.c). Es posible provar que la
funcion del lado derecho de la ecuacion (10.c) cumple con las condiciones de suficiencia de
Blackwell con lo cual podremos encontrar un anico punto fijo para A. Utilizando la
condicion requerida (*), y asumiendo que T es un espacio métrico completo y concavo.

llegamos a que el valor de equilibrio para Aes’:
- .
Az)=B [ —f(',2)ds
zef g z )

Puesto que el multiplicador de la restriccion de CIA es positivo, se tiene que la condicion es
siempre activa con lo cual el gasto total en bienes sera igual a la cantidad de dinero que el
agente posee. Es asi como incorporando esta solucion a la ecuacion para el nivel de precios

llegamos a:

1
. }(:) | l
p(z)= Min ﬂj l o ,.)d_-‘y(:)!
Ly T

pero como se debe cumplir la condicion de descontabilidad (*), llegamos a que el nivel de

precios de equilibrio final es:

" Utilizando el método de “guess” o el método iterativo partiendo desde A'= 0.



1
¥(z)

pz)=

Considerando una funcion de utilidad logaritmica, el valor del multiplicador para la
restriccion presupuestaria es:

1
g(z')

wz)=1-8| f(z',z)dz
zeZ

la cual es positiva dado que se debe cumplir la condicion de descuento de Blackwell B'<l.
Esto indica que la restriccion siempre se cumple con igualdad, i.e. esta siempre activa.

Con respecto a la solucién para A, que bajo certidumbre seria igual a /g, en la
medida que la tasa de crecimiento (esperada) del dinero se aproxime a la tasa de preferencia
temporal cierta B (lo cual quiere decir que la cantidad de dinero esperad.zt estaria
disminuyendo causando deflacién esperada), la tasa de interés nominal de la economia se
aproximara a cero. Al darse esta situacion, la CIA ya no serfa activa y no sabriamos que

ocurriria a esta economia en términos de los valores de equilibrio de las variables.

4. CALIBRACION Y SIMULACION.

En esta seccion se presentan dos métodos de simulacién ampliamente utilizados en
la literatura de simulacion y calibracion de modelos de ciclos reales. El primero es el
método desarrollado por Kydland y Prescott (1982) y McGrattan (1990), el cual se
presentara con la metodologia empleada por Hansen y Prescott (1995). El segundo método

discutido es el de parametrizacion de expectativas elaborado por den Haan y Marcet (1990)



y (1994), y Marcet (1991). Ambas metodologias son de rapida y facil implementacion,
donde solamente se requieren nociones de algin lenguaje basico de programacion como

GAUSS o MATLAB.

4.1. Meétodo Lineal Cuadrdtico.

Consideremos la siguiente estructura de la economia en términos matriciales, en
donde se tiene una funcion objetivo cuadratica (la cual se linealizara con una expansion de
Taylor de segundo orden) y un conjunto de restricciones lineales. A modo de notacion. z
representa el vector de variables de estado exogenas (e.g. shock tecnoldgico), € representa el
vector de variables aleatorias distribuidas iid en el tiempo con expectativa condicional cero

y varianza finita (E[¢]=0,V[g]<®), s representa el vector de variables de estado

endogenas (e.g. stock de capital), d es el vector de variables de decision (e.g. consumo,
horas de trabajo ofrecida, inversion, etc.), mientras que A, B representan funciones lineales.
Con esta estructura de notacion podemos representar el problema de programacion

dinamica (DPP) del agente como:

v(z,s)= m?x{r(z, s,d)+ BE[v(z', s )z ]}

s.a.

(1
=Mz
s'= B(z,s,d)

donde 1(z,5,d) es la funcion de retorno (i.e. la funcion de utilidad a maximizar), y v(z.s)

representa la funcidon de valor éptima del problema. Las ecuaciones que restringen a la



funcién de valor conforman las leyes de movimiento para el vector de variables de estado
exogenas y endogenas (z’,s’) del modelo, las cuales se representan por ecuaciones lineales.
Consireremos la aplicacion de esta estructura al modelo basico de crecimiento en
una economia sin dinero (sin distorciones) con retornos constantes a la escala y agentes
homogéneos. Aqui el agente representativo debe decidir el nivel de consumo, la cantidad de
horas trabajadas, y el nivel de inversion o stock de capital para el proximo periodo. EI DPP

del agente se representa por:

Max £,3 fU(c,.1). B e(0)

t=0

s.a. h,+1, =1
Yy =Zt'F(kt,ht), F: CRS (12)
z,, =A(z)+6,, &e—id (0, ot 00)
Y: =5 +it
k., = (1-d)k, +i,

El método de solucion comienza por eliminar alguna restriccion introduciéndola
directamente dentro del DPP. Utilizando la condicion de equilibrio de mercado (y=ct1i), y la
restriccion de dotacion total de horas, podemos reemplazar consumo y trabajo en la funcion

de retorno por ¢, = zF(k,h)-i,,y I, =1-h,, con lo cual la funcién de retomno se
transforma en 1(z,s,d) = r(zk,(h,i)) = U(zF(k,h)—i,1-h). A su vez, la ley de

movimiento para la variable de estado endogena k es:

s'=B(z,s,d)=B(zk,h,i)=k'=(1-8)k +1i.



3

La solucion consiste en encontrar una representacion explicita para la “policy

function” de la forma d, = d(z,,s,). Para esto, lo primero que debemos hacer es obtener
una aproximacion cuadratica a la funcion de retorno r en tomo a la solucion de estado

estacionario®. Si denotamos por n(x)la dimension de un vector columna, entonces la

solucion del estado estacionario Z,5,d requerira de resolver un sistema de

1(z,s,d) equaciones.

FEstado FEstacionario y Aproximacion Cuadratica.

Para resolver el estado estacionario, se resuelve el sistema de ecuaciones por
bloque. Partiendo por la ley de movimiento para la variable de estado exdgena, se requiere
que el valor de las variables aleatorias se iguale a su valor de expectativa condi:cional, lo

cual en nuestro caso es que se resuelva el sistema Z = A(Z) para el punto fijo Z. Una vez

conocido Z, se procede a resolver para el sistema:

&(z5,d) +ﬂ&(z,§,d). I_ﬂéB_(ij,d) B(z,5,d) _5
Al & & al (13)
§s=B(z5,d)

donde, dada la estructura del modelo, sabemos la forma explicita de las funciones de
retorno 1 y la funcion para la iey de movimiento B de la variable de estado endogena k. De

esta manera llegamos a que el sistema (13) se traduce a:

“ El estado estacionario se denotara por una barra arriba de la variable.



et [

k=(1-0)k+i
Una vez resuelto el sistema (13") para el estado estacionario, se procede a tomar la
expansién de Taylor a la funcion de retorno 1(z,s,d)=r(y) en tomo a y=(Z,5,d). La

expansion de Taylor de segundo orden’ sera:

T J1(y)
. &’

N - aly)' ﬁ 1 .
r(y)=r(y)[,\z,+[ ! ] 05~ Py Ty | o) } (- Fhe
¥¥ Jroniy) Y ¥ daty)nin)

Esta aproximacion por expansion nos permite finalmente reescribir el problema de
programacion dindmica en su forma lineal-cuadratica (L-Q), la cual nos servira de base para
desarrollar el algoritmo de solucion para las “policy functions™

v(z9)= mfx{yTQy + EE[V(Z' ,s')|z]}
s.a.
14
7= A(z)+¢ e
s'= B(z,s,d)
donde 1(z, S’d)[m] R T [yTQy]

aprox [1x1]
Ahora estamos en condiciones de emplear el método de aproximaciones sucesivas.

iterando sobre la funcion de valor, de manera de obtener las funciones de politica.

* Se toma una expansion de segundo orden de manera de obtener funciones lineales una vez
optimizado el sistema (derivando las ecuaciones de Euler).



lterando la Funcion de Valor.

Para resolver el DPP por aproximaciones sucesivas de la funcion de valor,
planteamos el sistema (14) para el caso de certidumbre, pero considerando la diferencia de
la funcion de valor en cada iteracion de la secuencia convergente:

v (z,s)= mjlx{yTQy +p" (2,5}

sia. (14)

En la practica podemos distingir siete etapas en este proceso de iteracion, las cuales
iremos presentando paso a paso para el problema especifico planteado en (12). Lo unico
que nos queda por definir es la ley de movimiento para el shock tecnologico. Con este fin,
asumamos que z sigue el siguiente proceso autoregresivo de primer orden, don&e 0 es un
valor predefinido:

Z'=&+¢ (15)
Terminado el planteamiento del problema, pasamos a la especificacion de las etapas. En el
paso | debemos definir una matriz v" para comenzar la iteracion.
Paso 1. Definir v

-1 0 0

v":]htz‘;]]*(-n:-]}: 0 -1 0 (paso 1)



(n(x)]

Paso 2. Construir la matriz de reduccion R ", predefiniendo a x como un vector

concatenado verticalmente de los vectores (y,z’,s’). Osea para nuestro problema

X" =[lzkhilz k).

-0 0 0
I
=
|
Oy | 0 00
R[n(x)]zR[R]= E 000 (paso 2)
j_O 0 0
00000 7
I "
0 0 0 0 Oiﬁ-v el
000 0 0]
E A[n(0)]

La idea es ir eliminando consecutivamente las variables de control (d) y las
variables de estado endogenas y exdgenas del siguiente periodo, utilizando ya sea las
restricciones o las condiciones de primer orden, segun corresponda.

El proceso reductivo consiste en generar una nueva matriz R de orden menor una
vez incluidas las restricciones, de manera de obtener finalmente una matriz R de orden
similar a la matriz v’ original (v").

Para esto definimos:

RV = W™ Ry

donde la matriz 'V esta definida por:



De esta manera, para nuestro modelo particular, la primera matriz de reduccion R’ seria:

T 10 0 0
I I
:wl '0 0 0
1 Va2 !
i O 100 0
PRI U 1000 [_________f[_ﬂ ___________
| 10 0 0 v, ¥, Z
TS N W T B T, [#7]
: 000001
; 00000 pr
L Walpwr {0 0 0 0 0! {1

Paso 3. En esta etapa eliminamos s’ y 2’ (i.e. k’, 1, z’). Especificando ain mas, como la
variable que estamos reduciendo es k’, debemos incorporar la ley de movimiento para el

stock de capital para eliminar k’, de modo que la matriz ¥ queda:

0
0

(1-)

I
|
I
I
I
]
]
I
10
I
]
]
]
I
|
I
I
I

g
i
o]

(7]

1
0
|_ 0 _[7131

Una manera rapida de definir los parametros de la matriz ‘¥ es utilizando la expresion:

Xm = Z Vimyg "% (16)

donde m = n(z,s,s)+1,....,n(x). Para el caso de eliminar k’, (16) se expande a:



o i Z Vimn *i
Jd[n(z.5.d))

¥y = Z Vi %

75[5]

= §=k=0-1+0-2+(1-8)-k+0-h+1-i+0-1+0-2'= (1= S)k +i

Ahora procederia eliminar z’ utilizando el proceso autoregresivo generador del shock

tecnologico (15). Utilizando (16) se tiene:

R =1 [R7] S
te 1 |006°0 0 0 0],

o © © o @ O

- _[6::?]
Eliminar 1 es similar. Sabiendo que x, =1:-1+0-z2+0-k+0-A+0-i+0-1+0-2'+0- &',

diremos que:

[5]
R™ =1

(=T =T =
—
=
B v
o
%
&
_I-
|
o
|
—
|
(=T}
1
o!
, S
=

B3 ' _[Sxﬁ]
Paso 4. En esta etapa procede eliminar 1(d) = n(h, i) variables de control del sistema. Para

este fin ocupamos las condiciones de primer orden linealizadas por la siguiente expresion:

Xy = —

[m] ;
1 !{(MJ} - X m= 'ﬂ'— q)+1 - d)
e RE

m-
J=1



Asi, para d=h,i procedemos a reducir R considerando los factores \y,, de aplicar la expresion

anterior a las variables de control i,h. Para inversion i se tiene:

5] (5] (5] (5]
- Rtsn LR | .| R Rfs D) Risw
‘Z YENRE T RE | T /BT | T /BT |
55) 15 5) RlS 5) (5.5)
=i=y,lty, 24y, k+y,-h

con lo cual se tiene que la matriz de reduccion sera:

| Ry

[

Ry

ER([5]2) ;

| e e s B i -
sl [5T T5] (5]

E’*”’ RYq.| RG) K RS, R

-

I

|

|

|

| =

|

|

R =11

0 )

R 5] g GRS
R[[:]S) Rss) Riss) Rss) R, (541
RS

PoR
& 5) J[4x5]

Para el caso de h se tiene que:

[4] (4] (4] (4]
" Z R(‘U) X, = R(“-l} i Rﬂ R( ¥
4= 4 17 Xy 4] 3
Jol [4}4) R([:,]4J Rl[ R([“l
=Sh=y 1ty 2+y,;-k

con lo cual se tiene que la matriz de reduccion respectiva estara dada por:



4.4)
7] * R[4][4x4] Y 4,) 4,2) 4,3)

4 .
4,4) R([4.]-1} [:']4] Rt[d.ld} e
7]
]a“'“-[snj

Paso 5. Verificar Convergencia. En esta etapa se chequea si la matriz reducida converge en

I
i
]
|
]
: Iy
4] 3
] S . ' T — -
3 I &‘4.2) [aT a] S[d
RY = Iy 1 - R R
i
|
|
i
|
i
:

norma en el tiempo bajo algun criterio de tolerancia. Para esto se define

< h,donde fes la tolerancia'’ exi gida en

vn+l - R[q(z.ﬂ] - R[J] ) Chequea.mos si vm-: — "

la convergencia. Si se cumple que la diferencia es menor que la tolerancia entonces

pasamos al paso 6, y en caso contrario nos vamos al paso 2 definiendo ahora

n n+l _ n(zs)] _ pl3]
V" ¢pmgrmr— "™ = R = AP,

Paso 6. Obtenemos las funciones de politica. Una vez satisfecho el criterio de convergencia
de la matriz de valor, definimos la siguiente expresion como funcién resultado de politica

para el agente representativo:

R(i) ;
L. S S,
i<¢ ¢

En nuestro caso particular, ¢ = 5y j=1,2, con lo cual las funciones de decision d,=h, y d,=i,

se obtendran de las condiciones de primer orden utilizadas en el paso 4 considerando el

valor de la matriz R de la Gltima iteracion.

'% Generalmente este valor es lo suficientemente pequefio como 1.0e*.



La ecuacion para la variable empleo d;=h viene expresada en términos de las
variables de estado z,k, sin embargo la ecuacion para d,=i tine como argumento a h. Para
expresar inversion como funcion de las mismas variables de estado. Una vez ejecutado el
paso 7, estas ecuaciones (dos en nuestro caso) nos serviran para simular el modelo y
determinar si este es validado al contrastar sus implicancias estadisticas con los datos
actuales de la economia.

Paso 7. Comparacion de steady-states. La 0ltima etapa consiste en determinar si el
algoritmo esta bien escrito en su parte deterministica. Utilizando las funciones de politica
obtenidas en el paso 6, reemplazamos en los valores de las variables de estado exdgenas sus
respectivos valores .estacionan’os y comparamos este resultado con los calculados en la
construccion de la matriz de aproximacion Q. Si existen diferencias (usualmente al quinto o
sexto decimal) entonces debemos incrementar nuestro nivel de tolerancia y/o revisar el

codigo, pues esto es un indicador de que algo anda mal.

Simulacion de las Series.

Esta es la etapa final del método de aproximacion lineal cuadratico, y consiste en la
generacion de las variables de estado endogenas y de control del modelo. Utilizando las
leyes de movimineto de las variables de estado exdgenas (z), y un nivel inicial para las

variables de estado endogenas, procedemos a simular las series requeridas.



En nuestro modelo simple partimos con un nivel de stock de capital igual a su valor
de estado estacionario, lo cual junto al shock tecnoldgico nos ayudara a determinar el nivel
de inversion y de horas ofrecidas de trabajo. De aqui obtenemos consumo, producto, y el
nuevo stock de capital, el cual a su vez, por medio de las funciones de politica, nos servira
para determinar nuevamente los niveles de inversion y horas de trabajo. Este proceso
termina dependiendo del numero de simulaciones que se hayan determinado hacer.

Finalmente tendremos secuencias para todas las variables de nuestro interés dentro del

modelo, i.e. {k}, g, {i o {1} oo fe o {2 o

4.2. Meétodo de Parametrizacion de Expectativas de Marcet.

Este método consiste basicamente en la aproximacion de la expectativa condicional
de la ecuacion de Euler utilizando un polinomio de orden finito Pn(;() para el vector x.
Reescribamos-el modelo (1) incorporando ahora la ley de movimiento para el progreso

técnologico:

0 I-r

C

Max E, E "t
ek} °,=nﬂ]—r

s.a. c,+k,—-(1-0)k =60k (6)



La condicion de primer orden para el stock de capital determinara la ecuacion de
Euler que el método de parametrizacion de expectativas debe ajustar. La condicion de

primer orden para el stock de capital es:
¢;" = B cis(akis 0, + (1= B))|1,]
Dado que la expectativa condicional de la ecuacién de Euler es una funcion de las
variables de estado (k,,6,), este método sustituira la expectativa condicional por un

polinomio de orden finito (usualmente de orden dos o tres) con lo cual la expresion de Euler
se transformaria a:
¢, =Pk P
1 ( R 1) (0_,,-

donde la forma funcional del polinomio ‘¥'y el vector de parametros del polinomio ¢ 558

escogeran de manera de minimizar el error de prediccion correspondienté, el cual esta dado
por:
§ = p-c;i(ak’'0,, +(1-8))- ¢
El procedimiento deja claro que la clave estd en definir apropiadamente la forma

funcional y el vector de parametros que determinan el orden de esta forma funcional

polindmica.

Determinacion de la Forma Funcional y del Vector de Pardmetros.



Aqui se aproxima la funcion W por un polinomio'' al cual se puede ir
incrementando el orden de manera de ajustarse mejor a la expectativa condicional a la cual
trata de asemejarselz. Un polinomio candidato es el polinomio a la potencia, el cual cumple

con el requisito de que mapea a los argumentos de R’ — R, . Para el caso de polinomios

de primer, segundo y tercer orden, esta forma funcional puede representarse en forma

matricial por:
exp(” (x)) exp{ F(logk, log8, ))
exp“’"’” B exp{af_Iosk..lose,.logtf.losof,lost,e.))
exp(f’a(xn 5 p(f’;(lngk,‘logﬂ,,logkf,Iog9},Iogk,ﬂ,,Iogt,’.iog@.Imk,zﬂ,_logk,ﬂf))
% !

Esto indica que para aproximar la funcion ¥ por un polinomio de orden 1, entonces

requerimos de la estimacion de tres parametros qp(}} = [qp, ®, 403]'. El primer parametro

es la constante, mientras los dos parametros adicionales surgen c&e los factores que
acompatfian al stock de capital y al shock tecnologico. Para el caso de un polinomio de
orden dos, debemos adicionalmente estimar los pardmetros que acompaiian al cuadrado del
stock de capital, al cuadrado del shock tecnologico, y a la multiplicacion del stock de

capital con el shock tecnologico, ie. un total de seis parametros

! Para un tratamiento basico de interpolacion polindmica ver Atkinson (1993) 6 (1989).

' Den Haan y Marcet (1994) plantean un procedimiento para determinar el orden correcto del
polinomio y ademads presentan un test para determinar el performance de la soluciéon numérica
utilizada.



o7 =[e. @, @5 @, @5 @] Parael polinomio de tercer orden, debemos estimar

un total de diez parametros.

El método consiste en cuatro etapas iterativas de facil implementacion
computacional para un modelo pequefio como el descrito.
Paso 1. Generar el shock. Generar una serie larga de progreso tecnologico a partir de su ley
de movimiento, y considerando errores iid de una normal con media cero y varianza
constante y finita.
Paso 2. Generar las series. Escoger el orden del polinomio n (e.g. dos) y definir los

(0) (0)

parametros iniciales del proceso iterativo qpff} -—-[rp, ?, 0 0 o0 o],

@y Py P Qg

Con este vector de parametros calculamos {C.«(‘PE?))’ k, (q’g"}})}r

=1

Paso 3. Estimar por NLLS el vector de pardmetros. Aqui estimamos el vector de parametros
@' utilizando minimos cuadrados no lineales, regresionando la siguiente ecuacion:

. (0,.,0k +(1-6)) = w2 = exp(@, + @, logk, +¢,log8, + ¢,(logk,)log8,) + ¢, logk; + ¢, log#;)
Paso 4. Convergencia. Los parametros estimados definen una funcion S(g,) la cual nos

permite hacer un update de nuestros parametros siguientes por medio del siguiente método

iterativo':

** Este mecanismo de actualizacion de los parametros tiene ventajas en lo que respecta a su
implemantacién computacional, sin embargo no garantiza una convergencia uniforme (de echo
es del tipo zig-zag) hacia el vector de parametros éptimos. Otro tipo de algoritmos no lineales
robustos como el de redes neuronales y el de algoritmos genéticos estan siendo estudiados para
este tipo de modelos en Johnson (1995).



o,=(-4)-9,, +A-S(¢f}._,)

para j=1,2.3,..., y considerando un parametro de velocidad de convergencia A entre cero y

14
uno .

El criterio de convergencia consiste en comparar los vectores @, y S(fp,.) por medio de

I'p
) ,0

Si el criterio de convergencia es satisfecho

alguna norma. Especificamente se puede utilizar d(q) s (Z‘ :“P i —S(e,)

también d(p,,5(p,)) = max

j~S(¢,}.).

entonces se para, en caso contrario volvemos al paso 2, reemplazando el antiguo vector de

parametros por el nuevo vector de parametros estimado por NLLS.

5. CONCLUSIONES.

El presente articulo tiene por objeto presentar dos de las técnicas fundamentales
utilizadas por algunos investigadores en la simulacion de modelos de expectativas
racionales: el método de aproximacion lineal cuadratica y el método de parametrizacion de
expectativas. Para cada método se presenta el algoritmo completo de solucion,

perimitiéndole al lector una fécil y rapida implementacion en el computador.
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